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Klucz do testu kwalifikacyjnego na Warsztaty Matematyczne 2022

Klasy trzecie i czwarte

Test sktada sie z uporzadkowanych w kolejnosci losowej 30 zestawéw po 3 pytania.
Na pytania odpowiada sie ,tak” lub ,nie” poprzez wpisanie odpowiednio ,, T” badz ,N” w
pole obok pytania. W danym trzypytaniowym zestawie mozliwa jest dowolna kombinacja
odpowiedzi ,tak” i ,nie”. W zestawach zaznaczonych gwiazdka (gwiazdka wyglada tak: *)
procz udzielenia odpowiedzi nalezy je uzasadnic.

Zasady punktacji

Za pojedyncza poprawng odpowiedz: 1 punkt.

Za pojedyncza niepoprawnag odpowiedz: -1 punkt.

Za brak odpowiedzi: 0 punktow.

Za zadanie zrobione w caltosci dobrze dodatkowe 2 punkty.

Za poprawne uzasadnienie pojedynczej odpowiedzi: 1 punkt.

Za niepoprawne uzasadnienie pojedynczej odpowiedzi badz brak takowego: 0 punk-
tow.

Powodzenial

Uwaga! Przez zbior liczb naturalnych w zadaniach rozumiemy zbioér liczb catkowitych
wiekszych od 0.

1. Czy istnieje 100 kolejnych liczb naturalnych wsréd ktorych:

Doktadnie 12 jest liczbami Fibbonacciego?
D Doktadnie 7 jest liczbami pierwszymi?

D Doktadnie 7 jest potegami dwojki o catkowitym wyktadniku?
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2*. Wielomian W (z) ma wspolczynniki rzeczywiste oraz W(8) = 8, W(—4) = —8.
Wiadomo, ze istnieje wielomian P(z) o wspoélczynnikach rzeczywistych taki, ze
W(z) =z - P(z?).

D Na pewno W (0)

0.
D Na pewno W (8) + W (—8) = 0.
Na pewno W (2)

0.

3*. Niech A = (0,0), B = (1,0), C' = (2,0), D = (3,0), E = (0,1). Czy

D ABED = LECA?
D ABEC = £FEDA?
D £LAEB = LEBA?

4. Rozpatrzmy ciag a, a + b, a +2b, a + 30, ...

D Dla a = 720, b = 7 sa w nim co najmniej 4 liczby pierwsze.
Dla a = 39, b = 57 jest w nim liczba pierwsza.

D Dla a = 8953, b = 22 jest w nim co najmniej 5 liczb pierwszych.



5. Niech d(n) oznacza sume wszystkich dodatnich dzielnikow liczby naturalnej n i
D(n) =d(1) +d(2) + ... +d(n).
[T] a340) < 8400.
d1-3-. .. 2n+1)=d(1)-d3)-...-d2n+1).
D(32) > 1024.

6. W klasie w matexie sa 23 osoby, w tym 2 dziewczyny, 10 uczestnikow OM i 20 graczy
brydza (grupy sa niezalezne od siebie). Najbardziej prawdopodobne jest, ze...
dwojka najlepszych graczy w brydza w klasie jest dziewczynami.

obie dziewczyny startuja w OM i wszyscy uczestnicy OM w tej klasie graja w
brydza.

D pewne dwie osoby obchodza urodziny tego samego dnia (przyjmij ze rok ma
365 dni, lata przestepne nie istnieja i kazdy dzien w roku ma réwne prawdopo-
dobieristwo bycia dniem urodzin).

7*. Niech e; =2 idlan >0 zachodzi e,,1 =€;-... e, + 1.
D Dlaa#b: NWD(e,,ep) = 1.

Ostatnia cyfra esgoo jest 1.
e100 ma wiecej niz 2% cyfr.

8. Wielomian P(x) = 3x° + 2% + 72® — 22 — 1 posiada pierwiastek:

catkowity.
wymierny.

D rzeczywisty.



9. Liczba 1000000000601 jest:

kwadratem liczby catkowite;j.
szescianem liczby catkowitej.
liczba pierwsza.

10*. Rownanie 22+ 11y? = k2% ma nieskonczenie wiele rozwiazani w liczbach catkowitych

dla:

[T] & =s.
Nk —s.

D nieskonczenie wielu catkowitych k.

11. Dany jest szesciokat wypuklty ABCDEF, w ktorym {FFA = £FAB = L{ABC =
£BCD =120°1 LCFE = LFCD.

ABCDEF jest foremny.

1] 4F = BC.
D Na ABCF mozna opisaé okrag.

12. Martyna i Oliwia graja w gre. Ruch polega na zamianie liczby catkowitej n na
dowolng liczbe catkowita z przedziatu [%, §]. Przegrywa ta, ktora nie moze wykonac
ruchu. Martyna zaczyna.

D Dla n = 100 Martyna ma strategie wygrywajaca.

Wsrod liczb [1,1000] jest doktadnie 620 dajacych strategie wygrywajaca dla
Martyny.

Dla n = 10° Martyna nie ma strategii wygrywajacej.



13. Mamy dany tréjkat rownoboczny ABC o polu 7. Punkty M i N leza odpowiednio
na bokach AB i AC, ze AN = BM. Punkt O jest przecieciem BN i C'M, a pole

BOC jest réwne 2.
D Kat BOC jest rowny 120°.
D Stosunek % moze by¢ réwny %

Kat AOB jest réwny 150°.

14. Rozwazmy ciag rekurencyjny o wzorze a,.3 = ayi2-Gpi1+a, OTaz a1 = as = ag = 1.

Istnieje taki indeks m, ze a,, = 1000.

D I[stnieje nieskonczenie wiele liczb w tym ciagu podzielnych przez 3.

D Dla kazdej liczby catkowitej n istnieje w tym ciagu liczba bedaca wielokrotno-
Scia n.

15*. Mamy stosy kamieni. Dwoch graczy na przemian zabiera dowolng liczbe kamieni
z najliczniejszego stosu. Wygrywa ten gracz, po ktérego ruchu stoét zostanie pusty.
Czy w podanych uktadach stoséw gracz pierwszy moze zawsze wygrac, niezaleznie

od ruchéw przeciwnika?

7.7.3,2,2.1
111 6.6.6,6,6

D 3,3,3,2,2,2,1,1,1

16. Dane sa trzy okregi o srodkach Oy, Os, O3 i promieniach odpowiednio 3, 4 i 21, takie
ze kazde dwa z nich sg zewnetrznie styczne. W trojkat 010205 wpisano okrag w o

srodku O.

D Promient w wynosi 3.

Dhugo$é odcinka OOs jest mniejsza niz %.

D Pole trojkata O10,0;3 jest wieksze od 81.



17.

18.

19.

20.

21.

Pokolorujmy wszystkie liczby catkowite dodatnie na 2 kolory. Czy:

D zawsze istnieje jednokolorowy niestaly cigg arytmetyczny dtugosci 37

D istnieje takie kolorowanie, ze suma dwoch dowolnych réznych jednokolorowych
liczb nie jest potega dwojki?

D zawsze istniejag takie parami rézne jednokolorowe liczby x,vy, 2z ze x +y = 27
Dany jest turniej - kazdy zawodnik rozgrywa doktadnie jeden mecz z kazdym in-
nym i nie ma remiséw. Cyklem k-elementowym nazwiemy taki ciag parami r6znych

zawodnikow, ze pierwszy wygrywa z drugim, drugi z trzecim itd., az na koricu k-ty
wygrywa z pierwszym. Zawsze prawda jest, ze:

D jesli kazdy zawodnik zwyciezyt z k innymi to istnieje cykl co najmniej (k + 2)-
elementowy.

D jesli kazdy zawodnik z kim§ wygrat i nikt nie wygrat z kazdym to zawsze istnieje
cykl.

D jesli w turnieju ztozonym z n > 3 zawodnikéw istnieje cykl n-elementowy to

istnieje takze 3-elementowy.

Ktore z nastepujacych zdan sa rownowazne zdaniu: "Jezeli p jest prawdziwe, wtedy
q jest fatszywe"?

Jezeli q jest falszywe, to p jest prawdziwe.
D Jezeli q jest prawdziwe, to p jest falszywe.

D Albo oba p i ¢ sa falszywe, albo dokltadnie jedno z nich jest falszywe.

Konstruujemy ciag a,, w ktorym 0 < aj,as < 5oraz dlan > 1 a,i0 = ayy1 - ay
(mod 10). Czy w takim ciggu moze wystapi¢ cyfra:

N] 57
1] 72
1] g7

Zdefiniujmy cigg cyfr w taki sposob, ze na n-tym miejscu ciggu znajduje sie pierwsza
cyfra rozwiniecia dziesietnego liczby 2". Czyli poczatek ciagu to 1,2,4,8,1,3,6, ...
Ciag ten sktada sie z 9 réznych cyfr. Bedziemy rozwazaé czestotliwosé wystepowania
kazdej z nich (czyli stosunek wystapieni danej cyfry do okreslonego miejsca w ciagu
do tacznej liczby cyfr do tego miejsca)

Dla dostatecznie dtugiego ciggu wszystkie cyfry beda wystepowac¢ rownie cze-
sto.

D Cyfra 2 bedzie wystepowac czesciej niz cyfra 3.

D Cyfra 1 bedzie wystepowaé ponad dwukrotnie czesciej niz cyfra 9.



22,

23.

24.

25%*.

Czy liczba, ktorej przedstawienie w systemie binarnym to 1011000011 jest:

podzielna przez 37
dzielnikiem 10110000111 (system binarny)?

D w systemie czworkowym postaci 230037

Jezeli funkcja f : R — R, spelnia dla kazdej liczby rzeczywistej f(z) = f(f(x)) + x,
to:

D f jest réznowartosciowa
istnieje > 0, taki ze f(f(z)) =«
UL p2(1) = 1, pray coym f(2) = F(F (@), £(@) = f(2)

Ciag Fibonacciego to taki ciag, ze Fy = 0, F} = 1 oraz F,,.o = F,y1 + F, dlan
catkowitych nieujemnych. Niech f(n) bedzie najmniejsza taka liczbe naturalna, ze
n dzieli Fy,) oraz Fypy11 — 1, lub réwne 0 jesli nie ma takiej liczby. Wowczas:

£(5) = 10
£(66) < f(88)
istnieje nieskoriczenie wiele takich n, ze f(n) =0

Jas napotkat tablice z liczbami naturalnymi od 1 do 20 i postanowil zagra¢ w gre.
W kazdym ruchu Sciera dwie liczby z tablicy i rysuje trojkat prostokatny o przypro-
stokatnych tych dtugosci, po czym dopisuje do liczb na tablicy dtugosé wysokosci
opuszczone]j na przeciwprostokatna. Ktore z tych nieréwnosci moze speliaé otrzy-
mana na konicu liczba?
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26.

27.

28.

29.

Na tablicy napisanych jest 97 liczb postaci 4—,3 dla 1 < k < 97. W kazdym ruchu

pewne dwie liczby a i b zosaja zmazane i zastapione przez liczbe 2ab —a — b + 1.
Jaka liczba moze pozostaé¢ na tablicy po 96 krokach?

1]
Np

Pod domem Ani zatrzymuja sie autobusy linii 1 i 2, pierwszy kursuje co 10 minut
zaczynajac od 10:05 i jezdzi do sklepu z rogalikami o nadzieniu truskawkowym, a
drugi co 20 minut od 12:00 i jezdzi do sklepu z rogalikami o nadzieniu $liwkowym.
Ania codziennie wychodzi na przystanek o losowej porze miedzy 15:00 i 16:00, a
nastepnie wsiada w pierwszy autobus ktory przyjedzie.

Jakie jest prawdopodobienistwo, ze Ania bedzie czekata nie dtuzej niz 5 minut oraz
pojedzie do sklepu z rogalikami o nadzieniu truskawkowym?

[T]

O jaki kat zgodnie ze wskazéwkami zegara nalezy obréci¢ parabole o rownaniu y =
22, zeby miala miejsce zerowe dla z = 2v/3.

D 60°
15°
30°

Ile liczb catkowitych z przedziatu [1,2022] mozna przedstawi¢ jako réznice kwadra-
tow dwoch liczb catkowitych.

N |

[N

N[ =

o

D wiecej niz 1011
wiecej niz 1516

wiece] niz 2000



30%. Liczba /13 + 2v/12 — \/3(7 + v/18) jest:
D ujemna.

D caltkowita.

niewymierna.



